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RESUMEN. Estas son las notas de clase no publicadas, sobre el curso de Analisis Funcional, imparti- 
do por el Prof. Jaime Chica, en la Facultad de Matematicas de la U de A. 
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Sean E, F G Norm. 

j> ■ Llamaremos C(E,F) = {T : E — ► F/T es Apli. Lineal} 

\ C C {E,F) = {T :E — > F/T es A.L Continua} 

00 La proposicion que sigue es importantisima en todo el escrito. 
O 

o 

. ^ Proposicion 1 (Continuidad de una A.L. entre Espacios Normados). Sean E,F esp. Normados y 
^ ■ T : E — ► F una A.L, i.e, T G C(E,F). 

Las siguientes afirmaciones son equivalentes: 
1. T es continua, o sea, T G C C (E,F) 



2. T es continua en 0. 



3. 3M OtalqueVx GE: ||T(x)|| M||x| 



Date: 7 de Agosto de 2007. 
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4. T es Unifortnemente continua. 



Demostracion. (1) =>■ (2) : trivial. 

(2) =>■ (3). Supongamos que T es una A.L. continua en 0. Veamos que: 3M tal que 

(1) VxeE: ||T(x)|| M||x|| 



Tomemos e = 1/2 

Como T es continua en y e = 1/2 0,3<5 tal que Vx € E : ||x|| J => || T(x) || 1/2 * 



Tomemos ( 


X 


e e,x ^0. 




fijo 








Entonces 


8 x 
2\\x 


ii — ^ 

[11-2 


i* 
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,r( 


i ii-ii J 


II 


1/2 



Oseaf^||T(x)|| 1/2, i.e: ||T(x)|| ±||x||. 

Luego si llamamos M = j hemos demostrado que 3M tal que Vx G E,x ^ : ||T(x)|| M||x|| 
desigualdad que es obvia para el caso x = 0. 

(3) => (4). Supongamos ahora que T : E — >• F es A.L. y que 3M tal que Vx G E : ||T(x) 
M||x|| ** 

Veamos que, T es Unit, continua. 
Sea e 0. Tomemos 5 = ^. 

Entonces, Vx,y € E con ||x — y|| £ = ^, ||T(x) — T(y) || = ||T(x — y) || M||x — y|| Mj^ = e 
Esto demuestra que T es Unit, continua. 

(4) => (1) Supongamos ahora que T : E — > F es unit, continua. Veamos que T es continua. 

Sea e 0. Como T es unit, continua, 3S tal que Vx,y £ E con 
(2) ||x-y|| <5:||T(x)-T(y)|| e 

Tomemos Xo G E y veamos que T es continua en xo- 

fijo 
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Comoe 0, debemos demostrar que 33' tal que Vx G E, \\x — xo\\ S',\\T(x) — T(xq)\\ e. 
Tomemos 5' = | 0. 

Entonces, Vx G E con \\x — xq\\ - 5, se tiene por [2] que \\T(x) — T(y) || e. 

As! que dado e 0,3^ tal que Vx € E, si ||x — Xo|| 5 entonces \\T(x) — E(xo)|| e, lo que de- 
muestra que T es continua en xo y como Xo es cualquier punto de E, T es continua en E. 

□ 

Sabemos que C(E,F) es un K esp. vectorial. 
Podemos ahora probar que C C {E,F) es un subespacio de jC(E,F). 

Proposicion 2. Sean E,F esp. normados. Entonces jC c (E,F) C jC(E,F). 

Demostracion. i) Consideremos el caso 0. 
0:E F 

x X = F 

Veamos que G C C (E,F). 

Tomemos 0. Entonces,Vx G E : ||0*|| = ||0 F || =0 M||x||. 

fijo 

Esto demuestra que (E C C {E,F) y por tanto, £ C (E,F) ^ 0. 

ii) Sean 7i,T2 G jC c (E,F). Veamos que (Ti + T2) C jC c (E,F) 
Es claro que T\ + T2 G jC(E,F) 

Resta demostrar que 3M tal que 

(3) V*eE:||(Ti + r 2 )x|| M||x|| 

Como Ti G £ C (E,F) / 3M 1 tal que 

(4) VxgE: ||(Ti) x || Mi||x|| 

Como T 2 G C C (E,F),3M 2 tal que 

(5) VxgE: ||(r 2 )x|| M 2 ||x|| 
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Asi que: 

||(T 1 + T2) x || = ||T 1 (x) + r 2 (*)|| . \\T 1 (x)\\ + \\T 2 (x)\\ M 1 ||x||+M 2 ||x|| = (M 1 +M 2 )\\x\\ 

(4U5) 

y se tiene © 

iii) Se tiene nGKyTe £ C (E,F). Veamos que 

(6) («T) G £ C (E,F) 

Si a = 0,aT = G £ C (E,F) 
Supongamos a ^ 0. 
Como 

(7) Tg£ c (E,F),3M Otal que VxGE: || T(x) || M||x|| 

Ahora, VxGE: ||(«T)(x)|| = |a|||T(x)|| |a|M||x||, 
lo que nos demuestra © 

□ 

Proposicion 3. Sean E,F:ELN. Si dimE = n, toda AL. T : E — > F es continua. 

Demostracion. Sea 

F:E F 

x T(x) 

T; AL, donde E,F:ELN. 

La funcion 
||f :E 1R 

x ►■ ||x||* = mx{||x||E||T(x)||F} 

es una norma en E. 

En efecto, 

■ 11*11* 

Si ||x||* = / max{||x||£||r(x)||f } = => ||x||£ = 0, ||T(x)||f = 
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■ \\ax\\* — mx{\\x\\E\\T(x)\\F } 
= \oc\mx{\\x\\E\\T(x)\\p} 

= \oc\ \\x\\ * 

■ Veamos la desigualdad triangular: 

II x + 3/11* = m *{||x + 3/He||T(* +j/)||f} 
= ||x + y|| E ||x|| £ + ||y|| E 
mx {\\ x \\E\\T(x)\\ F } + mx{\\y\\ E \\T(y)\\ F } 

= \\*\\* + \\y\\* 

\\T(x + y)\\ F =\\T(x) + T(y)\\ F \\T(x)\\ F + \\T(y)\\ F 

mx{\\x\\ E \\T(x)\\ F }+mx{\\y\\ E \\T(y)\\ F } 

= \\*\\* + \\y\\* 

Como || ||* es una norma en E y dimE — n, \\ ||* ~ || \\ E y por tanto, 
3/3 tal que Vx £ E : ||x||* ]6||x||e- 

Asi que 3jS tal que Vx G E : 

||T(x)||f mx{||x||E||r(x)||f } = ||x||* /3||x||e 

||x||* = mx{||x||E||T(x)||f }. 

Lo que nos demuestra que T es continua. 

□ 

Esto demuestra que M es cota superior del conjunto de numeros reales 
{||T(x)||,||x|| 1}. Luego 3 sup{||T(x)||}. 

Nil ' 

Definicion 1. Al numero real sup{||T(x)||} sele llama la Norma deT y se indica \\T\\ = sup{||T(x)||} 

Nil ' ' ' ' Nil 

Proposicion 4. Sean E y F: ELN. Sabemos que C C (E,F) : K esp. vect. 
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Lafuncibn \\\\ : jC c (E,F) «► R 

T 



|T|| = sup{ || T(x) || } 

bill 



es una norma en £ C (E,F). 

Demostracion. 1. Es claro que ||T|| 

2. Supongamos que ||T|| = 0. Veamos que T = 0. Entonces sup{ || T(x) || } = 0. 

bill ' 

O sea que Vx G E con ||x|| 1 : ||T(x) || = => T(x) = 0. 

Esto demuestra que 

(8) VxGEcon||x|| 1 : ||r(x)|| =0^ T(x) =0 

Tomemos ahora y££ con y ^ 0. 

II |j^j| II = llyll =l.Luegopor ©, \\t(J^) || =0 
1 

O sea que — ||r(y)|| = 0^ ||T(y)|| = i.e, T(y) =0. 

llyil 

Luego Vy G E con y 7^ 0, T(y) = 0. 

Hemos demostrado asi que si ||T|| = 0,T es la aplicacion cero. 

3. Sea a G K y T G C C (E,F). Entonces (otT) G C C {E,F). 

Ahora, ||aT|| = sup{||T(x)||} = sup{||A:T(x)||} 

Nil ' Nil 
= |a|sup{||T(x)||} = \cc\ ||T||. 

bill " 

4. Sean T v T 2 ^C C {E,F). 

Entonces T\ + T 2 G C C {E,F) y por tanto, 

(9) || Tx + T 2 || = sup{|| (Ti + T 2 )(x)||} = sup{||T 1 (x) + T 2 (x)||} 

blli bb 

Ahora, ||Ti|| = sup{ ||Ti(x) ||}. Luego Vx G E con ||x|| 1 : ||7i(x) || 1 1 T\ || 

bill 
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Como ||T2|| = sup{ || T2(x) || }. Luego Vx G E con ||x|| 1 : || T2 (ac) 1 1 1 1 T2 1 1 

ll*l|l 

AsiqueVxGE: ||ri(x) + T 2 (x)|| \\Ti(x) \\ + \\T 2 (x) || ||T\ || + ||T 2 || 

desigualdad que nos muestra que ||Ti(x)|| + ||T2(x)|| es cota superior del conjunto de lo 
numeros reales {||Ti(x) + T^x) ||, ||x|| 1} 

Luego sup{||7i(x) + T2(x)||} ||Ti(x)|| + ||T2(x)|| y regresando a © se tiene que ||Ti|| + 

IM|i 

IIT2II ||Ti|| + ||T2||. 



Proposicion 5. Sean E,F G Norm yT£ C C (E,F). 
Entonces, Vx G E : ||T(x)|| ||T|| ||x||. 



□ 



Demostracion. Sabemos que ||T||^ c ( E/ p) = sup{||T(x)||} 

llxlli 



Luego, 
(10) 



Vx G E con \\x\\e 1 : ||T(x)|| ||T| 



Ahora, Vx G E con x 7^ 0, 
o sea que ||T(x) || ||T|| ||x| 



Ejercicio 1. Sea E G Norm. 



x 



1 y al tener en cuenta ((10)), || T I 



x 



□ 



Demostrar que si una S. de Cauchy en E = {x n } _ 1 tiene una subsucesion convergente a x, la suce- 
sion x n — ► x. 



Solucion 1. Sea {x n } n=1 C E G Norm, y supongamos que { } C {x n } n=1 tal que 

Hm x n . = x. Veamos que x n — ► x. 

Sea e 0. Entonces - y con {x M }~_ 1 es una S. Cauchy en E, 



(11) 



3Ni G Nta/ ^ue Vm,n Nj : ||x„ — x n 



Como {x Wl ,x W2 ,. . . ,x n ., . . .} ► x y — 0, 



(12) 



3N2 G NfaZ ^ue Vny N2 '• \\x n . — x| 
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Tomemosn mx{N\,N2}. 

Entonces 3y N2tal que n y y se tiene por (|T3l> que \\x n — x. 
Como n,j Ni,\\ 

, — x\ 4- fx. — x\ II llx., — 3f.ll 4- llx. — xll 

2 2 



;m 2 



Lwego ||x„ -x\\ = || (x„ -x ; .) + (x. - x)|| ||x„ -x.|| + ||x. -x|| ^ + € - = e 



Esto prueba que Vn mx{N\,N2\ : \\ 

Ejercicio 2. Sean E,F G Norm y T G C C {E,F). Hemos definido \\T\\ — sup{||T(x)||}. 

Mil ' 

Probar que ||T|| = sup{||T(x)||}. 

H=i 

Solucion 2. Es ckro ^ne { ||T(x) ||/||x|| = 1} C {||r(x)|| / /||x|| 1}. 

Como ||T|| = sup{||T(x)||}, ||T|| escota superior del 2 do cjto. 

Mil ' 

Lnego || T|| es coto superior del l er cjto y 3 sup{ ||T(x) || } teniendose que 

11*11=1 

sup{||T(x)||} sup{||T(x)||} = sup ||n|| ||T tAt ) || ) sup{||T(x)||} 

11*11=1 ll*ili V v l|M|1 / / i \\x\\=\ 

Mil 

Justifiquemos *. 







f u > 




\u\\ 


\\T\ 










UMI, 





yW = {||T(y) ||/ ||y|| = 1}- Veamos que Vs G S,3w G W teZ ^ne s w con Zo gne se tendria que supS 
sup W, z.e, se tendria *. 

Sea s G S. Entonces 

d3) s=niiit(a)ii iiW w 



l«lll 



Tomemos w = ||T( -tt-^t ) || . Es cZaro gue w G W y ^ne s ||T( jj-^-jj 1 1| = w 



13) 

Observacion 1. Con ligeras variantes podemos demostrar que ||T|| = sup{ || T(x) || } 

llxlll 
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1. ISOMETRIAS ENTRE E.L.N 

Definicion 2. Sean E,F G Norm. yT:E — > F,T G jC c (E,F). 

1. Tpreserva la norma si Vx G E : ||T(x) || = ||x|| 

2. Tpreserva la distancia si Vx,y G E : d(T(x),T(y)) = ||T(x) — T(y)|| = ||x — y\\ = d(x,y). 

Proposicion 6. 1. SiT preserva la norma, T preseva la distancia. 
2. Si T preserva la distancia, T preserva la norma. 

Demostracion. 1. Vx,y G E : i(T(x),T(y)) = ||T(x) — T(y)|| = ||T(x — y)|| = ||x — y|| = d(x,y). 
2. Sea x G E. Veamos que ||T(x) || = ||x||. 

||T(x)|| = ||T(x) -0 F || = ||T(x) - T(0 E )\\ =d(T(x),T(0 E )) 
= d(x,0E) = || x — Oe II = ||x||. 

□ 

Definicion 3. Sean E,F G Norm. Unafuncion T : E — > F tal que 

1. T G C(E,F). 

2. T preserva la norma (6 la distancia) se llama una isometria entre E,F. 

Proposicion 7. 1. Toda isometria es 1-1. 

2. La composicion de isometrias es una isometria. 

3. Toda isometria es Unif. continua y por tanto, toda isometria es unafuncion continua. 

4. Si T es una isometria entre EyFyTes sobre, T~ l es tambien una isometria de F en E. 

Demostracion. 1. Sean E,F G Norm y T : E — > F, una A.L. tal que Vx G E : ||T(x) || = ||x|| i.e, T 
es una isometria entre E,E 

Veamos que T es 1-1 6 que KerT = {Oe} 

Sea x G KerT => T(x) = Of =>- ||x|| = ||T(x) || = ||0f || =0; i.e, ||x|| = => x = Of. 
2 y 3 son inmediatas. 

4 Sean E,F G Norm y T : E — > F, T G C(E,F) T: isometria (y por tanto 1-1 y sobre.) 
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Entonces 

T^-.F E 

V T'\y)=x 

donde 

(14) T(x) = y 

es A.L. i.e, T -1 G C(F,E). 
Veamos que Vy € F : || T _1 (y) || = ||y||. 

Sea y G F. Entonces 3\x G E tal que T _1 (y) = x : || T _1 (y) || = \\x\\ = \\T(x) \\ = ||y|| 

□ 

Observacion 2. Si T es una isometria entre E,F; T G C C (E,F). Luego \\T\\ = sup{||T(x)||} = sup{||x||} = 

II^IH ' bill 

1 Zo ^we demuestra que la norma de toda isometria es 1. 

Definicion 4 (Isomorfismo isometrico entre Espacios Normados). Sean E,F £ Norm y T : E 



F, una A.E. biyectiva. Si tanto T como T 1 son continuas diremos que T es un isomorfismo (topologico) 
entre Ey FY si ademds Vx G E : \\T(x) \\ = \\x\\ se dird que T es un isomorfismo isometrico entre EyF. 

La siguiente Prop, da un criterio para establecer cuando una A.L. biyectiva entre E.N. es un Iso. 
Topologico. 

Proposicion 8. Sea E G Norm,dimE = n. Entonces E = K. n . 

Demostracion. Sea {e\,e<i, ...,e n }: base de E, y consideremos la A.L. 
T : K n E 

(x\, ■ ■ ■ /Xn) = X T(x) = T \x\, . . . ,Xn) = X\6\ ~\~ ... -\- Xfi^n 

Entonces: 

1. T es A.L. Biyectiva y T" 1 tambien es A.L. 

2. Veamos que T es continua. Bastara con demostrar que 3M tal que Vx G K' 1 : ||T(x)|| 
M||x||. 

Tomemos x = [x\,... ,x n ) G K M y consideremos en K" la norma ||x|| = \ x\ \ + . . . + \x n \. 



(15) 
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Como 

l x i| ll x ill 



n 

J^\ X i\ n \\ X \ 
i=l 



Sea K = mx{\\ei\\, . . . ,\\e n \\}. Entonces ||T(x)|| = ||r(xi,. . .,x n ) \\ 
= \\xiei + ... + x n e n \\ 
|^i|||ei|| + ... + |x„|||e n || 
(|xx| + ... + \x n \)K 

= (E\xi\)K nK\\x\\ 

Asi que 3M = nK tal que: K = mx{\\ei\\,. . . ,\\e n \\}. 

VxGK n = ||T(x)[| (nK)||x|| lo que demuestra que T G C c (K n ,E). 

3. Veamos ahora que T _1 : E — > K w es continua. 

Bastara con demostrar que 3m tal que Vx € K" : m\\x\\ ||T(x)||. 
Consideremos la esfera unidad en K w de centro y radio 1: 
S(0,1) ={xeKV||x|| =1}CK". 

cerrado y acotado 

Luego por el Teorema de Heine-Borel- Lebesgue, S(0,1) es compacto. 

Consideremos a su vez la funcion compuesta definida en el diagrama siguiente: 
T/S(04) 

K"DS(0,1) E 
|||| E oT/S(0,l) 



v 

continua 




| E or/S(0,l): 
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S(0,1)CK" R 

x (\\\\ e oT/S(0,1))(x) = \\T(x)\\e 

Como S(0,1) es compacto, la funcion ||||jg o T/S (0,1) alcanza un valor mmimo absolu- 
toenS(0,l). 

Asi que 3a G S(0,1) tal que 
(16) VxGS(0,l) : ||T(fl)|| ||T(x)|| 

aeS(0,l) =>T{a) ^ (ya que T es 1-1)=> ||T(a)|| 
Tomemos x G K w , x 7^ 0. 



Entonces j. — rr G S(0,1) y por tanto, teniendose en cuenta (|T6|) : 

||T(fl)|| = 



O sea que Vx G K n : ||T(fl)||||x|| ||T(x)||. 

Esto demuestra que 3m = \\T(a)\\ tal que Vx G K w : m||x|| ||T(x)|| y por la Prop, an- 
terior, T -1 : E — ► K" es continua. 

T es asi un K n E. 

□ 

Antes de continuar conviene tener presente ciertas propiedades topologicas de los E.N. 

Sea E G Norm. Entonces \E,d) es un Esp. metrico, donde d(x,y) = \\x — y\\. A su vez la distancia 
d induce una topologia sobre E en la que la f amilia de vecindades J\f x de un punto x G E se define 
asi: 

E d N G M x & 3e tal que B(0,e) C N. 

O sea que un conjunto NcEes vecindad del punto x G E si el conjunto contiene una bola de 
centra en el punto; B(x,e) = {u G E/d{u,x) = \\u — x\\ e}. 

Si consideramos a E dotado de la topologia inducida por la norma, se tienen los siguientes re- 
sultados: 

Proposicion 9. Sea E G Norm y A C E. 
Entonces: 

1. A = d(A) = {xGE/VnGN:B(x,i)nA^0} 



2. A° = int(A) 



NOTAS SOBRE ANALISIS FUNCIONAL 

= {x£E/3n£lN:B(x,±) C A} 
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De esta manera, 

iG A^Vn £N:B(x,-)f|A^0 

1 

i£ A°^3tt£lN:B(x,-) C A 

x 

Demostracion. 1. Sea x £ cl(A) = A. 
Entonces 

(17) VN € AT T :NnA^0 

Recordemos que E D N £ Af x 3B(x,e) C N 
Asi que la familia {B(0,e),e 0} C J\f x - 
Luego al tener en cuenta ([17]), se tiene que 

Vn£N:B(x,i)f|A^0. 

Sea ahora x £ E con la siguiente propiedad: 

Vn e IN :B(x,i) HA ^0. 

Veamos que: x £ cl(A) o que VN £ : N n A 7^ 0. 

Tomemos £ A/" x 

/z/o 

3G : abierto, tal que 1 G G C N 3e tal que B(x,e) cGcN. 
Pero sie 0,3n £ N tal que \ e => B(x,i) C B(x,e) C N 
Ahora, por hipotesis, B(x, ~) f] A 7^ 0. i.e, A encuentra a la B(x, ~) C N. 
Luego A encuentra a N; i.e, N n A 7^ 0, cualquiera sea N £ A/"*. 

2. Se omite. 

□ 

Proposicion 10. Sea E £ Norm, A C E y x £ E. 
Entonces x £ A -<=>- 3{x n } , C A to/ awe Km x„ = x. 
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Demostracion. " ==> " Sea x G A. 

Entonces, por la Prop, anterior, Vn G N : B(x, i)nA 7^ 0- O sea que Vn G N : 3x„ G A tal que 

*n G B(x,i). 

Esto a su vez quiere decir que 3{x n }~ =1 C A tal que 
xi G B(x,l) 
x 2 GB(x,±) 
x 3 G B{x,\) 



Es claro que fijado G N,Vn : x n G B(x, -). 
Resta demostrar que x„ — ► x. 

Sea e 0. Entonces G N tal que - e => B(x,±) CB(x,e). 

PeroVn : x M G B(x,-) C B(x,e), i.e, Vn :x n GB(x,e), 
lo que demuestra que x„ — ► x. 

" <= " Supongamos ahora que x G E tiene esta propiedad: 

(18) 3{x n }°°_i C A tal que Km x n = x 

Veamos x G A 

Por la Prop, anterior bastara con dm. que Vn G N : B (x, \) f] A ^ 0. 

Tomemos n G N. Entonces \ y como x„ — >■ x, 3N G N tal que Vp N : x p G B(x, \). 

Pero por (ITBl , x p G A,Vp N. 

Asi que 3N G N tal que p N : x p G B(x, ~) f| A. 

Esto demuestra que VnGN:B(x,i)nA^0. 

□ 

Recordemos la definicion de sucesion convergente en un E. Normado. 

Sea E G Norm, {x w }°°_ 1 sucesion en E y x G E. x = Km x M -<=>■ Ve 
3N G IN tal que Vn N, || 
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La prueba de la unicidad del limite es trivial. 

Los siguientes hechos se establecen tambien de manera trivial. 

Sea E G Norm, Vx,y £ E : | ||x|| — ||y|| | ||x±y|| ||x|| + ||y||. 

Si Xf7 ^ % f OCOCfi ^ OCX. 

Si x„ — ► x,y n — >y,x n + y n — >x + y. 

Proposicion 11. La clausura de todo subespacio de un E.L.N, es un subespacio. 

Demostracion. Sea E G Norm y E D S : subespacio de E. Veamos que S es un subespacio de E. 

1. Como E D S y S: subespacio de E, S 7^ 0. Ahora S C S. Luego S 7^ 0. 

2. Sean x,y e S. Veamos que (x + y) G S. 

Batara con demostrar por la Prop, anterior, que 3{u n }°°_~ C S. tal que Km u n = x + y. 

Como x e S,3{x M }° c ' C S tal que Km x M = x 

Como y e S,3{y n } C S tal que Km y n = y. 

Como S es subespacio de E, {u n } = {x n + yn\™_ x C S. 

Luego {un}™^ C y ademas, Km u n = Km (x n + y n ) = Km x n + Km y M = x + y 

3. Sea x G S y a G K. Veamos que (ax) e S. 

Como x G S^fx^} 00 , C S tal que 11m x M = x ==> {ax} 00 . C y ademas, Km (ax n ) = 
a Km x n = ax. 

Esto demuestra que S es subespacio de E. 

□ 

Definicion 5. 1. Sea E € Norm y 3{x n }™ =1 C E. 

Decimos que {x n } es una S. de Cauchy en E si la sucesion {x n } tiene la siguiente propiedad: 
Ve 0,3N (E N faZ t/we Vm,n N : ||x m — x„|| e. 
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2. Sea E G Norm. 

Decimos que E es un E. de Banach si toda sucesidn de Cauchy en E converge. 

Proposicion 12. Todo subespacio cerrado de un E. de Banach es tambien de Banach. 

Demostracion. Es claro que S: Norm. Veamos que S:Banach. 

Sea {x n }™ =1 C S. Veamos que x n — ► x G S. 

Como {x„}~ =1 C S C E,{x„}~ =1 C E. 

Luego, x n — >• x G E. Resta demostrar que x G S. 

Como S es cerrado, S = S, bastara con dm. que x G S, lo cual resulta claro ya que si {x„} C S 

□ 

Vamos a establecer otras propiedades topologicas de los E.N. 
Sea E G Norm, a G E y 7 0. 
Consideremos la B(a,j) = {x G E/||x — a|| 7} 
y S(«,7) = {x G E/||x -a\\= 7}. 

Vamos a demostrar que si E es infinito, estos conjuntos tienen infinitos puntos. 

■ Tomemos xGE,i/0. 

Entonces ^a + £ B(«/7)- 

r y t x r y 

En efecto:||fl + — n — 77X — all — - \\ T . — n-ll = tt 7 
" 2||x|| " 2"||x||" 2 ' 

lo que demuestra que Vx G E; ( a H — rr-n-x J G 6(0,7) y por tanto, si E es infinito, la B(a,j) 

V 2 \\ x \\ J ' ' 

contiene 00 puntos. 

■ Ademas, \\a H — n — u x ~ a \\ =7 II -n — rr II = 7 lo que prueba que Vx G E, 

2||x|| ||x|| 

^a + jp~jj" x ^ e S(fl,7) y de nuevo, si E es infinito, S(a,j) es un conjunto infinito. 
Proposicion 13. Sea E G Norm. 

La clausura de una bola abierta es la bola cerrada con el mismo radio y centro. O sea: 



(19) B>, 7 )=B(fl,7) 



NOTAS SOBRE ANALISIS FUNCIONAL 



17 



Demostracion. Es claro que B{a, r y) C B*(a,j) B(a, r y) C B*a,7 = B*(a,j) 



O sea que B(a,j) C B*(a,7). 



Para tener (|T6|) resta demostrar que B*(a,7) C B(a,7). 



Es claro que B*(a,7) = B(a,j) U S(a,7). Sea y G B*(a,7). Veamos que y G B(a,7). 



1. Supongamos que y G B(a,y). Como B{a, r y) C B(a,j),y G B{a, f y). 

2. Supongamos que y G S(fl,7), i.e: 

(20) l|y-«ll=r 



Debemos probar que y G B(a r j) VN G A/* y : N n B(a,7) 7^ 0. 

Sea N G A/y. Entonces 3G : abierto en E tal que y £G (ZN ==> 37 
tal que B(y,7) C G C N. 

Si logramos probar que B(y,j) n B(a,y) 7^ 0, y puesto que B(y7) C N se tendria que 
N n B{a, r y) 7^ como se quiere. 

Tomemos 27. 

/i/o 

Sea z = a + ^1 — (y — a) y veamos que z G B(y,7),z G 6(0,7). 

■ llz - 3/11 = I|a + f i - ^-J (y - «) - y\\ 

_ 11 e e 11 _ e 11 11 _ e _ e 

~ "27^" 27^" ~ 27" y_fl " 7 27 7 ~2 7 



(20 

Lo que prueba que z G B(y,j). 



( e \ (27 - e) 

|z-a|| = ||c+ (1 - — J (y-fl) -y|| = — — ||y-a| 



^(27- c) y = 7 
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Lo que demuestra que z G B(a,j). 



□ 

Definicion 6 (Conjuntos Convexos en un E.L.N). Sea E £ Norm y A C E. 
Decimos que A es convexo si Vx,y € A y Vt G [0,1] d vector ((1 — tx + ty)) € A. 

Proposicion 14. Sea E £ Norm y ^_A_^ C E. Entonces Ay A° son convexos. 

convexo 

Demostracion. 1. Por Hip, A es convexo. Veamos que A es convexo. 
Tomemos x,y G A y t G [0,1]. 

Bastara con demostrar que [(1 — tx + ty)] G A, o que 3{w n }™ =1 C A tal que 
(21) Hm io n = (1 - t)x + ty 

tt— >oo 

Como x G A,3{x M } ,cA tal que Hm Xyi — X. 
Como y G A, 3{y M }~ =1 C A tal que Hm y n = y 

Fijemos x G IN. Entonces x n ,y n G A y como A es convexo por Hip, [(1 — tx + ty)] G A 
cualquiera sea n G N. 

Consiremos ahora la sucesion {zy n }°°_ 1 C A. 

Ahora, Hm w n = Hm [(1 — tx + ty)] = (1 — t)x + ty y se tiene dZQ). 

2. Por Hip. A es convexo. Veamos que A° es convexo. 

De nuevo se toman x,y G A° y t G [0,1]. Veamos que [(1 — tx + ty)] G A° => 3y tal 
que B ((1 — t)x + ty,7) C A. 

Como x G A°,37! tal que B(x,j 1 ) C A. 

Como y G A°,37 2 tal que B(y,j 2 ) C A. 

Tomando 7 mn{ji,j2} se tiene que B(x,7) C A,B(y,7) C A. 

Consideremos la B ((1 — t)x + ty,7) . Veamos que B ((1 — t)x + ty,7) C A. 

Sea w G ((1 — t)x + ty,7) . 
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Entonces 

(22) \\w- [(1 -t)x + ty]|| 7 

Definamos X\ = x + w — [(1 — t)x + ty] . Entonces X\ — x = w — [(1 — t)x + ty,j] y por tan- 
to, ||xi — x\\ = \\w — [(1 — t)x + ty] || 7, lo que nos demuestra que X\ G B(x,j) C A, i.e, 

%1 G A . 

Definamos y\ = y + w — [(1 — t)x + ty] . Entonces y\ — y = w — [(1 — t)x + ty,] y por tan- 
to, ||yi — y|| = \\w — [(1 — t)x + ty] || 7, lo que nos demuestra que y\ G B(y,j) C A, i.e, 

yi e ^} 

Como t G [0,1] y Xi,yi G A; convexo se tiene que (1 — t)x\ + ty\ G A. 

O sea que (1 - t){* + w- [(1 - t)x + ty]} + t{y + w - [(1 - t)x + ty]} G A 

i.e, (1 - 1) + ty + xv - [(1 - t)x + ty] G A. 

Lo que nos demuestra que w G A. 

□ 

Proposicion 15. Todfl fco/fl abierta d cerrada de un E.N. es un conjunto convexo. 
Demostracion. E G Norm, a G E y 7 0. 

Consideremos la B{a, r y) = {x G /\x — a\ 7}. Veamos que B{a, r y) : convexo. 
Tomemos x,y G B(a,j) y ^t_^ G [0,1]. 

Entonces 

(23) \\x — a\\ 7, ||y — a\\ 7 



Entonces (1 — t)x + ty G B(a,y) => || (1 — t)x + ty — fl|| 7. 
|| (1 — t)x + ty — a\\ 7 = || (1 — t)x + ta + ty — a — ta\\ 
= ||(1 - t)(x -a) + t(y - a)|| 
(1 — t)||x — fl|| + t||y — fl|| (1 — t)7 + 17 = 7 

Ahora, B*(a,j) = B{a, r y). Como B(a,j) es convexo, B(a,j) es convexo y por lo tanto, B*(a,y) 
es convexo. 
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□ 

El siguente lema sera util al completar un E.N. (£, || ||). 

Lema 1 (Un criterio para establecer cuando un E.L.N, es de Banach). Sea E G Norm. Si 3A C E 
tal que: 

1. A = E i.e. A es denso E. 

2. V {x n } C A, {x n } converge en E. 

S. de Cauchy 

Entonces E G Ban. 

Demostracion. Sea {xn}™ =1 '■ S. de Cauchy en E. Veamos que {x n } converge en E. 
Tomemos un termino Xn de la sucesidn. 

fijo 

Entonces Xn G E = A (Hip.) Luego xn G A y por tanto, Vn G N : £>(x;v, ^) D A 7^ ®- 
Sin = 1,3^ G A tal que 1 
Sin = 2,3 i 6^G Atalque H^-xnII \ 
Sin = 3,3 j 6j f G Atalque H^-xnII \ 
etc 

De este modo, si variamos a N: 

para xi,3{ j 6) J }~ =1 C A tal que ||j6j — Xi|| 1 

11/^2 — x l II 2 
11^3 — x lll \ 



para x 2/ }~ =1 C A tal que HjSj - x 2 || 1 

11^2 ~~ x 2|| 2 
11^3 - X2W I 
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para x 3 , 3{B 3 n }~ =1 C Atalque - x 3 \\ 1 

11^2 ~~ X 3|| \ 
11^3 ~~ X 3|| 3 



Consideremos la sucesion {j6^} n6N C A. 
Se tiene que VVz G N : — x M || i. 

Se deja como ejercicio al lector probar que la sucesion {/3^} es una S. de Cauchy en A (y por 
la Hip. convergera en E). 

□ 

Continuando entonces con las propiedades de los E.L.N; presentamos ahora, uno de los resul- 
tamos mas impotantes del Analisis Funcional. 



Proposicion 16. En un espacio vectorial de dimension finita, todas las normas son equivalentes. 

Demostracion. (La prueba que haremos es tomada del texto, Funtional Analysis, by Bachman-Narici) 
Sea X;K esp. vec, dimX = ny sea || || una norma cualquiera en X. 

Paso 1. Vamos a construir una cierta norma || ||o en X. 
Paso 2. Enseguida demostraremos que || || ~ || 1 1 o - 

Esto demostrara que todas las normas en X son equivalentes. 

Paso 1. Tomemos {Xi,X2,. . .,X W } : Base de X. 

V v ' 

fm 

Sea x £ X. Entonces 3lai,...,a n £ K tal que x = aiXi + . . . + a n X n . 

Esto permite que podamos definir la funcion 
|||| :X R 

r llxllo = mx\oLi\ 

i=l,...,n 



Es facil probar que || ||o es una norma en X. La llamaremos 

norma cero en X asociada a la Base {X a }. (Si cambiamos de base, cambia la representacion 
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del vector y por lo tanto, cambia la norma.) 



Paso 2. Sea || || una norma cualquiera en X. Nuestra tarea es demostrar que 3a, b tal que: 
(24) VxeX:a||x||o \\x\\ b\\x\\o 



En efecto: \\x\\ = \\ociXi + ... + ix n X n \\ ||x||o||Xi || + + ||X||o||X M | 

(||Xi||+ + ||X W ||)||X|| 

V «, ' 

b 

||X||o = mx\a.j\ 

i=l,...,n 

x = ajXj + . .. + a n X n 
<-/. \a.i\ mx\cii\ = ||X||o 

L i=\,...,n 



\a n \ mx\cL{\ = ||X| 

i=l,...,n 



Esto demuestra la desigualdad de la derecha en (|24|) . 
Resta demostrar que 3a tal que Vx G X : a||#||o ||^|| * 
Esto ya no es tan simple!! 

Procederemos por induccion sobre la dimension de X. 

1. Supongamos que dimX = 1. 

Sea {x\} : Base de X. Tomemos x £ X. Entonces x = aiXi. 

. ■ . 1 1 X 1 1 o = | #1 1 . Sea ahora | j una norma cualquiera en X. 

||X|| = H^iXi || = |a|x||Xi|| = ||Xi|| ||X||o y por tanto, ||Xi|| ||X||o ||X| 



2. Hip. de Induccion: 

Asumimos que la propiedad es cierta para espacios de demension p — 1. 

Sea X: K esp. vectorial con dimX = p y sea 1 1 una norma cualquiera en X. El plan es 
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demostrar que 

3a tal que Vx G X : amx\oL[\ = fl||X||o ||X| 

i=l,...,n 



Tomemos M = Sg{x\, . . . ,x w _i}. 

Es claro que siendo M C (X, || ||), || || es una norma en M, {x\,. . .,x„_i} : Base de M 
dimM = p — 1. 

Como dimM = p — 1, se tiene, por la Hip. de Induccion que toda norma en M es ~ a 
norma || ||q en M asociada a la Base de M:{xi,. . 

Ahora, | j es una norma en M. Por tanto, 1 1 ~ || ||o y se tiene que 

3a tal que Vy G M ; fl||y||o ||y|| \\y\\o = mx\cL{\ 

i=\,...,n 



Compare (|25|) y (|26|) : Observe los cuantificadores. 
Vamos ahora a demostrar que (M, || ||) : Banach. 
Sea {y M } C (M, || ||). Veamos que 

y„ -i y G M 



Como || || ~ || 1 1 o en M, {y„} es una S. de Cauchy en (M, || ||o) 

Denotemos {y„} = {y\,y\,. . .,y M } C M. 

Ahora, como {x\, . . . ,x n -\} : Base de M, podemos escribir: 

yx = a]xx + + + a" -1 x n _i 

y2 = A^Xi + a 2 X 2 + + &2~ lx n-l 

y3 = 0:3X1 + 0:3X2 + + oQ~ x x n -\ 

Considremos ahora las suces. columna en K (R6 C): 
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,1-1 00 


r 2i 00 


- {^r 1 }; 









Oil 


a? 






a 3 




i 


I 


1 



Vamos a demostrar que c/u de estas (n — 1) Sucesiones converge en K. 
Sea e 0. 

Como {y n } : S. de Cauchy en (M, || ||o),3N 6 Ntal que Vp,^ N : mx|ap — = ||y p — y^lo e 

i=l,...,n— 1 

yp = 0L^X\ -\- -|- ftp X n — \ 

Vq = + + «J _1 *n-l 

Fijemos p,^ N. 
Entonces: 

| ap — | mxloip — oiq\ e, siempre que p,q N 

i=\,...,n-l 

{I 

la" -1 — a n ~ x \ mxltx' — all e 

i=l,...,n-l 
Esto significa que 

la sucesion - =1 es una S de Cauchy en K y como K es completo, ocj — > ot\ 
{ 

la sucesion es una S de Cauchy en K y como K es completo, a" -1 1 — ► 0L n -\ 
Definamos y = cl\X\ + + oc n -\X nv 

Es claro que y G M. 
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Para tener (|27[) , veamos que y n — ► y. 

Bastara con demostrar que y n -^H- y ya que siendo || || ~ [| ||o en M, y n y. 

v llllo 
Veamos pues, que y M — ► y. 

Sea e 0. 

Debemos demostrar que 3N G N tal que N : mx\txi — CC{ \ = ||y^ — y||o e 

i=l,...,n 

-, j — >oo 

Dado que a - — ► cci y que e 0, se tiene que 
3Ni G N tal que Ni : \a} - a,| e 



|aj - ai| e 



1^(7 ^n— 1| 



Como a J 1 - — ► %-i y que e 0, se tiene que 
3N M _i G N tal que \Jq N„_i : - x n -\\ e 

Luego si escogemos N mx{N\, . . . ,N n -i} , se tiene que N:{. 
y por lo tanto, mx\a. l q — «j| e siempre que g N. 

z'=l,...,n-l 

Pero mx\ei l q — a.{\ = \\y^ — y\\$. 

i=\,...,n-\ 

Luego ||y^ — y||o e siempre que q N. 

Esto demuestra que y n -^-H y y por tanto, y„ y. 

Hemos demostrado asi que (M, || ||) : Esp. Banach. 

Vamos ahora a probar que M C X es un cjto cerrado en X. 

Debemos probar que M = M. 

Es claro que M C M. Resta demostrar que M C M. 

Tomemos x G M y veamos que xeM.xeM ==> 3{x M } C Mtal que 
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Pero (M, HID G Banach y como {x M } C M, entonces {x n } es una S. de Cauchy en (M, ||||) =>■ 
]m\ n ->ooX n G M. 

O sea que x € M. Esto prueba que M es un cjto cerrado en X. 
Consideremos ahora el conjunto x n + M = {x n + z,z G M} C X. 

x n + M, no es subespacio de X ya que x n + M. En efecto, si G x„ + M, 3 (/Hxi + . . . + B ni x n -i) G 
M tal que x = x n + f>\X\ + ■ .. ,& n -\X n -\ y se tendria que x n es una C.L. de {x\, . . . ,x n -i},-+*— ya 
que el cjto. {xi,...,x n } es L.I. 

Considremos ahora en X la traslacion definida por el vector — x n : 

r-* n :(x,||||) — * (xn ||) 

x T— Xn (x) = x — x n 

Es facil demostrar que T es continua. Ahora, como M es cerrado en X, Tz\ (M) es cerrado en 
X. 

Pero Tll n (M) = {iG tal que T- Xn (x) = x - x n G M} 

= {x G tal que x — x n = a.\X\ + . . . + CL n -\X n -\,0Li G K} 

= {x G tal que x = ot\X\ + . . . + cc n -\X n -\,CLi + x n G K} 

eM 

= X n + M. 

Por lo tanto, x n + M C (X, || ||) ^> C x (x n + M) : abto en X. 

cerrado 

Como G C x (x n + M),3c n tal que B^ x ^(Q;c n ) C C x (x M + M). 

i.e, 3c w tal que Vx G X : si ||x|| c n , entonces, x G C x (x w + M); i.e x x n + M. 

Tomando contrareciproco, tendremos que Vx G X; si x G x„ + M entonces ||x|| c n . 

Tomemos ahora ^_x^ G x n + M. Entonces x = cl\X\ + . . . + a n -\X n -\ + x n ,Dii G K. Y se tiene que: 

fijo 

\\oc\X\ + ... + Dc n -\X n -\ + x n \\ c n , cualquiera sean oi\,oc n -\ G K. 

Hemos demostrado asi que 3c n tal que Vai,a w _i G K : c n \\oi\Xi + ... + a„_ix„_i + x n \\. De 
aqui resulta claro que Va w G K,c n \\ —X\ + . . . + Xn ~ l x n -\ + x n \\ , 

o lo que es lo mismo, \oL n \c n \dl\X\ + ... + DL n -\X n -\ + oc n x n \\ lo que nos dice que Vx G X : \ot n \c n 
||x||, donde a es la eta n a del vector x en la base {x\,. . .,x n }. 

Resumiendo, hemos demostrado que si M = Sg{x\,...,x n -\), se tiene que 3c n tal que Vx G 
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X : \tt n \c n \\x\\ donde a es la eta n a del vector x en la base {x\,. . .,x n }. 

Si ahora tomamos como M = Sg(xi,X2,- ■ .,x n _2,x n ) y desarrollamos el mismo analisis que se 
hizo para el caso en que M era el Sg{xi,...,x n -\), podriamos demostrar que 3c„_i tal que 
VieX: \ot ni \c ni \\x\\ donde cc n -\ es la eta (ft — 1) del vector x en la base {xi,...,x n }. 

etc. ...... 

Asi que en el fondo de todo lo que se tiene es que 3c\,C2, •••,c n tal que VxeX: 
\ot\\c\ ||x||;«i :cte l a deXenlabase {x\,...,x n } 

\0i2\c2 \\x\\;cci : cte 2 a de X en la base {xi,...,x n } 

{ 

\tx-n\c n \\x\\;oi n : cte n a de X en la base {xi,...,x n } 
Fijemos x en X. Entonces x = &\X\ + . . . + fi n -\X n -\ + f5 n x n y se tiene que: 

\Pi\mnCj \\x\\ 

j=l,...,n 

\fi2\mnCj \\x\\ 



\f5 n \mnCj \\x\\ 
j=l,...,n 

Y si llamamos a = mnCj se tiene que Vi = l,...,ft : a|j6j| \\x\\ =^> amx\fii\ \\x\\. Pero mx\^i\ = ||x||o 

j=l,...,n i=l,...,n i=l,...,n 

Asi que fl||%||o |[*||/ y como x es cualquier vector en X, hemos conseguido demostrar que 3a 
tal que VxeX:a||x||o \\x\\ que era plan que nos habiamos propuesto en |2T1 

□ 

Corolario 1. Sea (X, \\\\) : E.L.N. Si E C X y dimE = n, entonces (E, \\\\) : Banach. 

Demostracion. Es claro que siendo E C X, (X, || ||) : E.L.N. 

Sea {yn}°° =1 una S. de Cauchy en (E, || ||). Veamos que y n -^U y e E. 

Como rfzmE = n, sea {xi,...,x n } : base de E. 

/i/n 

Tomemos v € E. Entonces 3!ai, . . . ,a n G -fC tal que v = ai^i, . . . ,a w x„ y podemos definir 
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|||| :E R 

v 1 1 v 1 1 o = mx\a.i\ 

i=l,...,n 

Es facil probar que \\v\\q es una norma en E. Asi que (E, || ||q) : E.L.N 

Dado que 1 1 y || ||o son normas en E y como dimE = n, se tiene, por la Prop, anterior que 1 1 sin || ||q. 
Como {3/n}°° =1 C (E, || ||), entonces, {y«} es una S. Cauchy en (E, || ||o). 

Si logramos demostrar que y n — ^ y G E, entonces, y M y £ E que es lo que se quiere pro- 
bar. 

Asi que todo consiste en probar que y n -^H y G E. 

Sea e 0. Como {y„} : S. de Cauchy en (E, || ||o), 

(28) BNeNtalque Vp,q N : \\y p -y q \\o e 

Como {x\,...,x n } '■ Base de E y {y«}~ =1 C E, los terminos de la sucesion y n se pueden escribir 
asi: 

yi = oc\x\ + a\x2 + + oC[x n 

yi = Di\x\ + cSpii + + Oi^Xn 

y N = oc^xi + a 2 N x 2 + + a^x n 

y v = & X V X\ + 0ipX 2 + + OtpXn 

y q = <x l q x\ + a 2 x 2 + + oc^Xn 

Regresemos a (|28~1> . 

Tomemos p,q N. Entonces ||y p — yq\\o £• 
fijos 

\\a*xi + a 2 v X2 + + 0L n v x n - {ol\x x + a. 2 x 2 + + cc n q x n ) || 

= mx{\a 1 p - ol\\, ,\oL n v - oc n q \) 

Asi que 
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\oip — tXq\ £,siempre que p,q N 
{ 

\a.p — a.q\ e,siempre que p,q N 

la sucesion de columnas es una S. de Cauchy en K(R 6C) 

y como K es completo, oc x — > &\ 
{ 

la sucesion de columnas {ocJ}°° =1 es una S. de Cauchy en K(R 6C) 

y como K es completo, a" — ► oc n 
Definamos ahora el vector y = dl\X\ + + a n x n 

Resta demostrar que y G E (lo cual es obvio) y que y n — ^ y 
Sea e 0. Debemos demostrar que 3N G N tal que 



(29) V; N:mx{\(xj - tx n \, ,!«"-«„!}= ||y/-y|| £ 



Como ay j — > «i, 3Ni G N tal que V; N\ : \a l - — dl\ \ e 
Como aj — ► a.2, 3N2 G N tal que V; N2 : \ otj — a 2 1 £ 



Como a" — >• a n , 3N„ G N tal que V; N n : \txj — a. n \ e 
Luego si escogemos N mx{N\, ...,N n }se tendra que 
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V; JV : |a - — aj| e 
| a 2 — #2! e 



mx{ I K l j — DL\ I , ,\aj — a n \ e, siempre que / N y se tiene (|29|) 



Corolario 2. Todo E.L.N, de dimension finita es un E. de Banach. 
Corolario 3. Sea (X, || ||) : E.L.N. E C X. Entonces: 
1. (E, II II) : Banach. 



2. E es cerrado en X. 

O sea que todo subespacio vectorial de dimension finita de un E.L.N, es un cjto cerrado. 
Demostracion. 1. / 



2. Debemos demostrar que E = E. E C E/. Resta probar que E C E. 

Tomemos x G E y veamos que x G E. x G E => 3{x„} C E tal que Hm x n = x(x G X). 

Pero (E, HI)) :Banach y como {x M } C (E, || ||),{x„} es una S. de Cauchy en (E, ||||) 
( Km x n ) G E. O sea que x G E. 



□ 



□ 

Ejemplo 1. Sabemo que C :Esp. vectorial. 

Vamos a demostrar que (C, || ||) : E.L.N, donde Vz G C : ||z|| = a/x 2 + y 2 = \z\. 

Una vez demostremos que (C, ||||) : E.L.N, como dimC = 1, se tendra que (C, ||||) : E.L.N, de dimen- 
sion finita. Luego (C, || ||) : Banach. 
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1. Es claw que |z| 0. Si z = 0, |z| = |0| = 0. 

Supongamos \z\ = 0. Entonces a/x 2 + y 2 = 0=>x = y = 0;z = 0. 

2. |az| 2 = (az)(az) = oczWz = (aa)(zz) = |a| 2 |z| 2 . 

3. |zi +z 2 | |zi| + |z 2 | 

|Zl +Z2| 2 = (Zl +Z 2 )(Z7TZ^) 
= (zi +Z 2 )(ZT + Z2") 

= ZizY + z 2 zi + {zizi + ziz 2 ) 

= |zi| 2 + |z 2 | 2 + 2Re(ziz 2 ") |zi| 2 + |z 2 | 2 + 2\z&i\ 

= \zi\ 2 + |z 2 | 2 + 2|zi||z 2 | 

= Oil + |z 2 |) 2 => |zi + z 2 | |zi| + |z 2 | 

Ejemplo 2. Es posible dm. de una manera directa (i.e, sin utilizar el Tma. "todo E.V. de dim. finita es 
Banach".) que (C, || ||) es Banach. 

\z\ = a/x 2 + y 2 siendo z = x + iy 

1.1. El teorema de Hahn-Banach. (caso real). Este importante Tma. del An. Funcional establece 
que todo funcional lineal continuo definido sobre un subespacio de un E.L.N, siempre se puede 
extender a todo el espacio conservandose la norma del funcional. 

Comenzamos con un 

Lema 2. Sea (X, || || ) : R esp. vectorial normado, McXy/GM' = £ C (M,1R) /dual topoldgico de M. 
Sea %o G X, xo M. 

Entonces 3g G S g (M U {xo}), o sea g: S g M U {xo} — ► IR 
tal que: 

l.g/M = f 
2- ||g|| = ||/||. 
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Demostracion. Tomemos y\ € M. 

/z/o 

Entonces, Vy € M : 

ll/(yi)l - l/(y)ll l/(yi) -/(y)l = l/(yi -y)l ll/llllyi-y|| 
= 11/11 II (yi + ^o) + (-y-^o)ll ll/lll|yi + *ol| + 11/11 lly + *oll 

l/(y)l - ll/llllyi + *oll - 11/11 lly + *oll /(yi) l/(y)l + 11/11 llyi + *oll + 11/11 lly + *oll 

~~ l/(y)l ~~ 11/11 lly + x o|| 11/11 ||yi + *o|| ~~ ll/(yi)ll 1° q ue dm. que el real es cota superior del cjto 

{-|/(y)l -11/11 \\y + x \\,yeM} 

•'• 3Sup{-|/(y)| - U/ll ||y + ac || / yeM} = fl 

~~ ll/(yi)ll ~~ 11/11 llyi + x o|| |/(y)| + 11/11 lly + *o|| 1° q ue dm. que el real es cota inferior del cjto 

H/(y)l -H/lllly + *o||,yeM}. 

Luego 3inf { — |/(y)| — ||/|| ||y + xo\\,y € M} = b. 
Veamos que a b. 

Recordemos que el Sup de un cjto de numeros reales es la minima cota superior del cjto. 

Si logramos dm. que b es cota superior del cjto { — |/(y)| — ||/|| ||y + *o||/y £ M}, tendremos que 
a b. 

Asi que vamos a dm. que b es cota superior del cjto citado, o lo que es lo mismo, que 
(30) VyeM:-|/(y)|-H/lllly + *o|| b 



Razonemos por R. abs. 



O sea, supongamos que (|30|) no es cierta. 
Entonces 3y G M tal que b — |/(y)| — ||/|| ||y + xo|| 
■•• 0£=-|/(y)|-||/||||y + z ||-& 

Pero b = inf { — |/(y)| — ||/|| \\y + xq\\} y como e 0, se tiene, por la propiedad de aproximacion 
del inf, que 3y G M tal que — |/(y)| — ||/|| ||y + xo|| b + e 

= -|/(y)l - 11/11 lly + x o\\ 
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11/11 (lly + *oll + lly + *oll) = 11/11 II? + *oll + 11/11 II? + *oll l/(?) -/(?)l 
5-511 !/(?-?)! = !/(?)-/(?)! 11/(5)1-1/(5)11 



O sea que | |/(y ) | - |/(?) 1 1 |/(?) | - |/(y ) \, (-<- ) 
Luegofl b. 

Supongamos que a b y tomemos a ^^c^ b. 

ComoSup{-|/(y)| - ||/|| ||y + z ||} = a c & = inf{-|/(y)| + ||/|| ||y + x ||} 
se tiene que Vra G M : 

- \f(m)\ - ||/||||m + xo|| c -|/(m)| + ||/|| \\m + x \\ 

O sea que- ll/H ||m + x || f(m)+c \\f\\ \\m + x \\, i.e 

(31) |/(m)+c| ll/H ||m + x || 

cualquiera sea m G M. 

Ahora, es facil dm. que S g (M U {xo}) = {m + Axo,m G M,A G IR} . 

Definamos 

g:S^MU{x } IR 

m + Axo g( m + Axo) = /(w) + Ac 

Es facil dm. que g es A.L. Hagalo! 
Veamos que g/M = f. 

Tomemos m G M y veamos que g(m) = f(m). 

m = m + O.xo y g(jn) = g(m + O.xo) = f(m) + O.c = f(m). 

Veamos que g es continua. 

Tomemos x G S g (M U {xq}) . Entonces x = m + Axo- Asumamos A 7^ 0. 

\g(x) | = \g(m + Ax ) | = |/(m) + Ac| = | A/(A" 1 m) + Ac| 
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= |A| I f (A _1 ra) + c| |A| II f II ||A _1 ra + xn|| 
i 

= ll/H ||m + Ajco|| 

(Si A = Ose llega a lo mismo) 

Asi que Vx G M : |g(x)| ||/|| ||x|| lo que prueba que g es continua. Resta dm que \\g\\ = \\f\\. 
Veamos que 

(32) ||*|| ll/H 

Como ||g|| = Sup|g(x)|, para obtener (|32]) basta con dm. que ||/|| es cota superior del cjto S = 

Mil ' 

{g{x),\\x\\ l/xeS g (MU{x })}. 

Sea £ G S. Veamos que £ ||/||.£ G S ==> 3x = m + Axo G S g (M U {xo}) con ||x|| 1 tal que £ = |g(x)|. 
Si tenemos en cuenta * se tiene que: 

£=ls(*)l 11/1111*11 11/11 L q-q- d 

Veamos finalmente que 

(33) ll/H 11*11 

ll/H = Sup | /(x)|. Para obtener (|33]) basta dm. que ||g|| es cota superior del cjto T = {|/(x)|, ||x|| l,xG 

Mil ' 

Sea £ G T. Veamos que £ ||g||. £ G T ==> 3x G M con ||x|| 1 tal que g = |/(x)|. 
Por tanto, g(x) = g{x + O.xo) —f{x) + O.c = /(x). 
•"• \g(x)\ = \f(x)\=g,i.e, 

(34) \g{*)\=S 



Como x G S^(M U {x }) y ||g|| = Sup|g(y)| 

llylli 



\s( x )\ \\s\\ y regresando a (|34[) se tiene que £ ||g||. 



□ 

Proposicion 17 (El Teorema de Hahn-Banach). Sea (X, || ||) : R esp. vectorial normado, M C X y sea 
f£M' = jC c (M,R).Osea,f:M — >Xt/A.L. continua. 
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Entonces 3F G X' = £ C (X,R), i.e, F : X — >• R tal que: 
1. F/M = f 
2- ||F|| = 11/11 

Y en palabras, "todo funcional lineal continuo definido sobre un subespacio de un E.L.N se puede extender 
(prolongar) a todo el espacio preservando la norma. " 

(l).f:McDj^K,fe(Dj)' 
Demostracion. Sea S={(2)./ es una extesion de / a Dj,i.e,f/M = f 

(3).||/ll = 11/11 

O sea que V/ G S, Dj es un subespacio de X mas grande que M y que contiene a M. 

Las / e S son A.L. 

f:McDj . r 

x * f(x) 

Por el lema anterior, S 7^ 0. 

Vamos a definir en S una 1Z.O.V asi: 

Sean /1,/? € S. Entonces f\ ■< fi D-^- C D-^ y fi es una extension de f\ i.e, fi/D-^ = f\. 
O sea que Vx e Dj^,fi{x) = f\ (x) 

Vamos a dm. que (S,^) : cjto P.O. o que ^ es reflexiva,antisimetrica y transitiva. 

1. D^D^/i/^ = ^^ 

2. Supongamos que fi ^ fi y fi ^ f\. Veamos que: f\= fio que D-^- = Dy^ y que Vx G D-^- = 

D frM x ) =M x )- 

Como 

(35) ^Pj-CD^ 
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y 

Ti/D Ti = J x i.e,Vx G : £ (x) = /i (x) 

Como 

De © y D-r = Dj^. 



Segun ((361), Vx £ = : f 2 (x) = f x (x) . 
Esto dm. que f\= fi- 

3. Supongamos ahora que f\ ■< fi y fi -< f 2 . Veamos que f\ ■< fy. 

Dos cosas se deben probar: 
i) 

ii) fe/D-fr = f\.o que Vx G D^,f 3 (x) = f x (x). 
Como^^/2,D^CDj 

como fi -< fy, Dy^ C Djr . ■ . D^CD^y se tiene i). 
O sea que 

VxGD^:/2(x)=^(x) 

Como / 2 ^ /3,/3/D-^ = / 2 

i.equeVyGD^:73(y)=/2(y) * 
SeaxG Dy^^ x e Dy^=> f 3 (x) =/ 2 (x). 
Asi que 

VxGD^:/3(x)=72(x) 



De (|38l> y (|39]> se concluye que Vx € Dj- : f 3 (x) = /j (x) y se tiene ii). 
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Hemos dm. que (S,^) es un cjto. P.O. 

Via aplicar el lema de Zorn, sea {fa} cceI CS. 

cjto. totalmente ordenado 

O sea que Va £ es una extension de f. Siendo {/ a } a€j totalmente ordenado, se tie- 

ne que Vai,a 2 G 7,/ ai ^ /« 2 6 f U2 < f av 

Vamos a demostrar que {fa} aeI tiene cota superior en S, o que 3/ G S tal que Va G J : / a ^ /. 
Consideremos el cjto. U D C X. 

Veamos que \JD es un subespacio de X. 



i) Como Va G J:MC DpMc IJC y por lo tanto |J D ^0 



ii) Sea x G U D ,/3 G 1R. Veamos que: fix G U D • 

x G U D 3^1 G I tal que x G Di- .-. (/Sx) G Dp 



fa 

(/3x)GDp^(/3x)GUD_. 

iii) Sean x,y G IJ D . Veamos que (x + y) G IJ D . 

x,y G [jD ==> 3ai,a2 G I tal que x G Dpi/ G Dp. Pero {/«} r C S. Entonces f ai ^ 
7^2 o 7^2 =< 7£ U Dp C Dp 6 Dp C Dp 

Supongamos que se da D-t-- C D-t^. Como x G D-^ r x G D-f—,y G D-z-- ==> (x + 1/) G 
Dp (x + y)GUD 



/« 



Si D^- C D^, • 

J«2 /"l 



Esto demuestra que IJ D es un subespacio de X. Pasemos ahora a definir a /. 
Tomemos x G IJ D . Entonces 3/3 G 7 tal que x G IJ D ==> /^(x) G R. 
Definamos 



* ^ /(*) = //?(*) 

Debemos dm. que / esta bien definida. 
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Supongamos que 3a, /3 G I tal que x G Dj^ y x G D-p 
Para establecer que / esta bien definida debemos dm. que 

Como «,/J G 7,/ a ^fpofp^ f a . 

Veamos que en cualquier caso, /«(x) = fp{x)- 

Suponagmos que f a ^< /«. 

Entonces D^CD^y = 7*. 

O sea que Vy G : /^(y) = ^(y). 

Como x G Dj^,fp(x) = foc(x) y se tiene (|4T|). 

Si se dice que /« ^ /« se precede de manera analoga. Esto dm. / esta bien defini- 
da. 

Veamos ahora que / G S o que 
i)//M = / 

iii) 11/11 = 11/11- 

a) Sea x G M. Veamos que: / = /(x). 

Como IGMCIJD ,3jS G I tal que x G D- r =>/(x) =/r(x) =/(x) 
S G y por lo tanto, 

fp/M = f. Comox G M,/^(x) = /(x). 



ii) Veamos / G I U D . Primero veamos que / G I U D / i- e / q ue f es A.L. 

Sean x,y G IJO 3/3,<x> G I tal que x G D-r- y y G D^-. Entonces x + y G IJD 

ya que es un subespacio de X. Veamos que f(x + y) = /(x) + /(y). 
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Pero f p yf a e {f K } aeI cS. 

LuegoD^CD^oD^CD^. 

Suponganos que Djr C Dj^. 

Como x G D-r- x G D-r-; 1/ G D-r- =>■ (x + y) G D-t^. 

7(* + y) = U(* + v)- U e (%) * = + y£(y) = /(x) + /( y ). 

Sea x G U D yAGR. xGlJD ==> 3/3 G J tal que x G D-r- : subespacio de X. 
==> Ax G D^-=>/(Ax) =/ J g(Ax) = A/ | s(x) = A/(x). 
Veamos / es continua. Sea x G (J D . 

Entonces 3/3 G I tal que x G D-^ ==> f(x) G IR y por la def. de f,f(x) = fp(x). 
I/Ml = I7/*MI ll/pll 11*11 = 11/1111*11 
Como/^G ^11^11 = 11/11. 

AsiqueYxGUD /l/MI ||/|| ||x|| lo que dm. que / es continua. 
Veamos ahora que ||/|| = ||/||. 

Il/ll = sup l/WI- 
11*111 

Sea x G \JD con ||x|| 1. Entonces, por lo establecido antes, 3/3 G I tal que |/(x) 
11/1111*11 11/11- 

Esto dm. que el real ||/|| es cota superior del cjto. {|/(x)| ,x £\JD ,||x|| 1}. 

Luegosup|7(x)| 11/11, i.e, ll/l ||/||. 

Il^lli 

Veamos que ||/|| ||/||. 
Batara con dm. que 

{|/(x)|,xGM,||x|| 1} C {|7(x)|,xG \JD ,||x|| 1} 



ya que el tomar el supremo se tendra que sup |/(x) | sup |/(x) | 

xeM,||x||l xe{JD_ 

<xeif a 
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i-e, 11/11 II7II- 

Establezcamos pues, (|4T|) . 

Sea y un vector en el primer cjto. 

Entonces 3x G M ==> x G (J D con ||x|| 1 y tal que y = ||/(x)||. x G IJD ==> 3/3 G I 
tal que x G Dj- ==> /(x) = fp(x) ==> f(x) = f(x). Pero y = \f(x) \ . Entonces y = 

I7WI- 

3pel^J^eS. :. J^/M = /. Como x G M,fji = f(x). 

Asi que 3x G IJD con ||x|| 1 tal que y = |/(x)| , lo que dm. que y esta en el 2 do 
cjto. 

Veamos que V« £ J : /« ^ / con lo que habremos dm. que {/ a } a€j tiene una cota su- 
perior en S. 

Fijemos a G I. Veamos que / a ^ /. 

Se debe probar que Dy- C Dj (esto es claro). y que f/Dj = f a , o que Vx G D-^r,/ = / a . 
Tomemos x G D-^-. Entonces, por la def. de /,/(x) = f u (x). 
Hemos dm. hasta aqui que 

{(S,^) : cjto. P.O. y queV (/«) aeZ , {/4 a6 j tiene cota superior en S.} 

Luego, por el Lema deZorn, S tiene elemento maximal, i.e,3Df : sub.vect. de X con 
M C Dp y 3F G (D F )' i.e, F : D F — > IR/A.L. Continua tal que 

F/M = / 

y / G S tal que 
(42) F r< / 

o lo que es lo mismo, / G S tal que Dp C Df y f /Dp = F. 
Para completar la prueba del T.H.B. solo resta dm. que Dp = X. 
Razonemos por R.Abs. 

Supongamos que no es asi. Entonces 3xq G X, xq Dp y por el Lema, 3f G (Sg(Dp) U {xq}) ' 
(D f )' tal que / '/Dp = F y ||/|| = ||F||. 
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Veamos que / G S y que F X / 

lo que constituye una (—><—) con (|42|) 

De esta manera X = Df y termina la dm. 



Establezcamos pues (|42|) . Es claro que 

7e(D P y 

M C Dp 

Veamos que f/M = f o que VieM: f(x) = f(x). 

VxeM^ F/M = f.F(x) = f(x) . Como x e M C Dp y ~f /Dp = F,f(x) = F(x). 
Esto dm. que / G S. 

Finalmente, como Df C Dj y f /Dp = F se tiene que F ^ / y se tiene (|42|). 



□ 



2. Algunas consecuencias DEL T.H.B 
Recordemos el enunciado del T.H.B. 

"todo funcional continuo definido sobre un subespacio vectorial de un E.L.N se puede exten- 
der (prolongar) a todo el espacio conservando la norma": 

(X, HID : R Esp. vec. normado. 3F e X' = £ C (X,R) tal que 

1. F/M = f 

2. \\F\\ = ll/H 



6 lo que es lo mismo, sup \F(x) \ = sup \f(x) 

xeX;\\x\\l x6X;||x||l 



Consecuencia 1. Sea (X, || ||) : 1R esp. vect. normado y sea ^_x^ GX,i^0. Entonces 3x' € X tal que 

fijo 
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2. (x,x') 



Demostracidn. Definamos 



f-Sg{x} 



R 



ax 



f(ax) = a\\x 



Veamos que / E {Sg{x})' = £ c (Sg{x},R). 
Tomemos a.iX,iX2X E Sg{x}. 
Entonces f {d\X + txzx) = f {{a.\ +1x2)) x 

= («i + ^2) ||x|| = + a 2||^|| =f(<X-l,x) + f{&2,x)- 

Sea A E R, (ax) E Sg{x}. 

/(A(ax)) = /((Aa)x) = Aa||x|| = A/(ax). 

Esto dm. que f es A.L. 

Ahora, V(ax) E %{x} : 

|/(ax)| = |a||x|| I = H||x|| = ||ax|| = l.||ax||, lo que dm. que f es continua y de este modo se tiene 
que/E (Sg{x})'. 

Luego, por el T.H.B, 3x' E X' i.e 
3x' : X R 



1. x'/Sg{x}=f 
2 - ll*'ll = 11/11 

Segun (1), Vax E Sg{x} : (ax,x') = /(ax). 

Luego si a = 1, (x,x') = /(1.x) = /(x) = (x,/) = ||x|| 

De esta manera hemos dm que 3x' E X' tal que (x,x') = ||x 

Veamos ahora que || x' \\ = 1 * . 



y 



(y,x') 



tal que 



NOTAS SOBRE ANALISIS FUNCIONAL 



43 



Segun (2), ||x'|| = ||/||. Luegopara tener * veamos que ||/|| = 1. 

1 

ll/H = sup | (ax,/) | = sup | a 1 1 (x,f) \ = \\x\\ sup |a| = ||x||-T| — ^ = 1 
|M|i 1 " 11*11 

□ 

Consecuencia 2. Sea (X, || ||) : R esp. vect. Normado, F C X,F cerrado y x G X;x F. 
3x' G X' tal que 

1. (x,x f ) = 1 

2. VGF:(y,x')=0. 

O sea ^ue "si F c (X, || || ) y x F, fray unfuncional continuo en X que vale lenxyse anula en F". 
Demostracion. Sea M = F + Sg{x} = {y + ocx,y G F,a G R} 

Es claro que M es un subespacio vect. de X. 

Sea 

f:M = F + Sg{x} = {y + ax,y G F,a G R} R 

y + ax - /(y + ax) = OL 

f es A.L. ya que /((yi + aix) + (y 2 + a 2 x)) = /((yi + y 2 ) + (ai + a 2 )x) 
= (Xl + (X2 = /(yi + aix) + /(yi + a 2 x). 

/(A(y + ax)) =/(Ay + (Aa)x) = Aa = A/(y + ax) 

Esto dm. que f es A.L. 

Notese a demas que de la def . de f, 

Vyef:/(y)=/(y + o.x) = o 

(43) 

Ademas,/(x) = /(0 + 1.x) = 1 

Recordemos ahora el sgte. resultado de la topologia: 

SeaA C (X,||||) yx G X. 

(x G A d(x, A) = mf ||x — y|| =0 

y eA 

En nuestro caso F C (X, || ||) y x F. Luego x F y por lo tanto d(x,F) = inf ||x — y|| 0. 
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O sea que 

(44) VyeF: ||x-y|| d(x,F) 

Tomemos (y — ax) € M con a^O. Entones ||y — ax|| = ||a Qy — x) 

= kl II — *ll kkfx.F) 



O sea que | a | 



|y — ax|| 
d{x,F) 



□ 



3. LOS ESPACIOS 



Definicion 7. Sea p 1. El espacio £ p se de/i'ne como 

fijo 

£ p = {x = (£/)/Li € S(K) faZ gwe /a sen'e numeros reales |£i | p + |^2| p + + £s convergente} 



= {*=©S=ieS(K) talqueZ\£j\r oo} 

Proposicion 18. £P es wn subespacio de S(K). 

Demostracion. 1. Veamos que £ p 7^ 0. 

Consideremos una sucesion cualquiera que tenga una cola de infinitos ceros: 
x = {£i,£ 2 ,...,...,£n,0,0 / } 

w 

Es claro que |£j | p + |^2| p + + converge a y P° r lo tanto £ p 7^ 0. 

7=1 

00 

Otra forma de verlo es la siguiente:Vp 1, si x = {-} G S(R), la serie 

00 

converge. Luego x = {-} G £ p lo que dm. una vez mas que £ p 7^ 0. 



00 

P 



2. Sea x = {^y}yl 1/ y = £ £ P / o sea que las sucesiones |£i | p + (£2!^ + + converge a E |& 

00 

+ \r]2\ v + + converge a E |j/ z - 



{=1 

00 

|P 

{=1 

00 

P 



Veamos que (x + y) G £? o que la serie |£i + + |^2 + t/2| p + + E + 

i 1 

Fijemos n en IN. 

Por la Desigualdad de Minkowski en el ELN(K M , || || p )/||x + y|| p ||x|| p + ||y|| p 
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/ n \ 1/P f " \ 1/P ( n \ 1/p 

(45) {L\Zi+Vi\ p j (Ei&n + (£> IP 

n oo 

Pero como x G £ p , E E \£i\ p 

i=\ t'=l 
n oo 

ycomoye HP, E |?7/|P E 
i=l t=l 

n \1/P /« \!/P /oo \!/P / oo \ !/P 

EI6I') + fa 1*1') UuA + £1*1 



i \ !/P / n \ !/P / n \ X /P 

queen © ( Ej^ + ^N ( E I&IM + (E 1^1 



E l£i + >7z| 



oo \!/P / oo \1/P' 



O sea que la sucesion de S. parciales de la de terminos positivos |£i + + + V2\ p + 
+ tiene una cota superior y por tanto converge. 



3. tomemos A G K y x = {^j}^ =1 G £ p - Veamos que (Ax) = {^}^ =1 G £ p . 

00 

Debemos dm. que |A£i|P + |A£ 2 | P + + E \^i\ p 

;'=i 

00 

Comox = {^}~G£M^|P + |^|P + + E 

7 7=1 

00 

=»|A£i|P + |A&| p + + |A|P E |£| p 

7=1 

Luego, £ p es un subespacio de S(K) y por lo tanto £ p es un K Esp. Vect. 



□ 



Proposicion 19. Sea p 1. Lafuncion 
\\\\p--£ p R 

/ oo \ 17 P 

x ={» y =i — ^ NiHEi^r 



v7=l 



es una norma en 2? y por tanto (£ p , || ||„) : E.L.N 



l/p 



Demostracion. 1. Es claro que ||x||p 0. Supongamos que ||x|| p = entonces E |£/ 

V 1 

==> {£,} = V/, i.e, x es la sucesion cero. 
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co oo 00 00 

2. Seax = {£y} =1 G £ p ,a G K. Entonces ax = =1 G £ p =>■ E |a£y| p converge a | a | XI 

7 ~ 7=1 ;=i 

1/2 / \ 1/2 



ax 



E k£;l p J =l«l( Ely) =WN 



3. Supongamos p = ly sean x,y G £ 1 . Veamos que ||x + y|| p ||x|| p + ||y|| p . 
Entonces |£i| + l&l +••• + ••• + converge a {xy}^ 

|?7i | + 1 772 1 + + converge a {7/y} 

Por la desigualdad triangular, |£y + |£y| + |//y| 

Como I + |£2 1 + ••• + •• • converge y \tji \ + \ t]2 \ + + converge, la serie | + \t]i\) + 

(00 00 
E + E \Vj\ 
;=1 ;=1 

Asique (|£i| + \tji\) + (1^1 + 1^2 1) + + converge y |£y + f/y| |£y| + \ rjj\ Luego por el cri- 

00 

terio de comparacion, | £1 + t/i | + | £2 + >/2 1 + converge y su suma es tal que: E I £/ + Vj I 

7=* 

00 00 

E I £7 1 + E \Vj\ y se tiene asi la desigualdad A r para p — 1. 

7=1 7=1 

Sea ahora ply consideremos las sucesiones x,y G £ p . Entonces {x + y} G £ p . Veamos 

que ||x + y|| p \\x\\ p + \\y\\ p . 



1/2 / x 1/2 

n \ In 

\P 

1/2 / X 1/2 



Fijemos n G N. 

Como x = G £P, E |£|P £ =» I E I I E |£ 

' ;=i ;=i \/=i / V =1 

n 00 ( n \ ^ ( n 

Como y ^7)7=! G^El# E |# =► ( E l# j (.EWJ = IMIp 

/ n \ 1/2 / 00 \ 1/2 / 00 \ 1/2 

Ahora por la Des. de Minkowski: ( £ | & + tjj \ A f £ I £/ 1 j + ( E I Vj I j 1 1 * 1 1 p + 

llyllp 

n 

e -i E |£i + (\\ x \\p + l|y||p) P i- e / l a suc - de sumas parciales de la serie |£i + + (£2 + 

;'=i ' 
?/2| p + + esta acotada superiormente. La serie |£i + ?7i| p + \£i + tj2\ p + + con- 



,1/2 



verge y E \^ + ^]i\ p (\\x\\ P + \\y\\ p ) i-e ||x + y|| p ||x|| p + ||y| 
7=1 



P 



□ 
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Proposicion 20 (Desigualdad de Holder en los 2? ). Sean p,q exponentes conjungados, y sean x 

CO 

Entonces laserie \^\fji\ + | £2*72 1 + convergey 7J \\x\\p\\y\\q- 

;=1 



Demostracion 
Definamos las sucesiones: 



oo oo 

Como x = e £?,y = e tf, E l£,f oo, £ oo. 

1 ' 7=1 7=1 



e mn e i^r 

fc=i / Vfc=i 



\Z]\ P ™_ 1^7 



<7 



Entonces \Cj\ p = sr l / \Vj 

E 

fc=i 

Ylas series \&\P + \fr\ p + 



oo 

<7 



E \Zk\ p E 
fc=i fc=i 



\m\ p + \m\ p + ---- 


convergen a 1. 


En efecto, 


l£il p + l£ 2 | p 


oo 

E 

fc=l — 1 

oo 








E 

k=l 

\m\ q + \*n\ q ^— 


-i\Vi\ q +\V2\ p + - 


CO 

E 

) - k = l 

1 oo 


-l 



- — (l£ll p + l£ 2 l p + 



E \U\ P 

k=l 



E \Vk\ q E |?7 



Ahora \^T}]\ ^— + ^ } 



k=i k=i 



V <\ 

1 00 i— i 1 1 00 i— i 1 

Como la serie — E |£/T converge a — ; y como la serie - £ l^yl 9 / converge a - entonces por el 

V 7=1 1 P 9 ;=1 " 9 

00 00 

criterio de comparacion, la serie E converge, y se tiene que su suma esta acotada E \£jWj\ 

7=1 ' 7=1 

I oo I oo 1 1 

- E £/ p + - E ' = - + - = l 
V)=\ 1 qj=i 1 v q 

oo 

E IGjfJjl 

j—l oo , 

y si se tiene encuenta (|46l> , j. — r, — p — rp- 1 => yj 1^/7/1 IMIpllyllg 

□ 
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Proposicion 21. £ 2 es cotnpleto y pot lo tanto £ 2 : E. Banach. 

Demostracion. Sea {x n }™ =1 '■ xi,X2,xs, , una S. de Cauchy en £ 2 

i.e,*i= /£//••. J s - de Cauchy en EjSjl 2 



oo 



oo 

2 12 



*2 = \ '£/'•••) S - de Cauchy en £ |£ 2 

x 3 = ,£?,...) S. de Cauchy en Ej£ji2 



oo 



oo 



1/2 

Sea £ 0. Como {x M }^ =1 es una S. de Cauchy en £ 2 , 3N E N tal que Vm,n N : I E |£T — 7? |2 

||^m — Xn || 2 £ 

i.e, Vm,n N,V; = 1,2, : |q* - 77? | £ 2 

o tambien Vm,n N,V/ = 1,2, : |£™ — 7/"| e. 

A 

£ 2 

™ 

Asi que si fijamos j,j = 1,2,3, la columna by es una S. de Cauchy en K y como K es Banach, 

W 

I 

£/ 

las sucesion columna f converge. Llamemos £y = Km 

Esto permite que podamos definir la sucesion x = (£i/£2/ ,) 6 

x=( Km gf, Km ,) 

\m >oo x m >oo ^ / 

Vamos ahora a dm. que 

1. x = {^}~ 1 €tf 

2. Km = x con lo que quedara establecido que £ 2 es Banach. 

m — >oo 

1 Fijemos p E N. 
Sea e 0. Entonces - — — 0. 

2Vp 



NOTAS SOBRE ANALISIS FUNCIONAL 49 



Como — ► £i,3N G N 1 tal que Vm N 1 : |£™ - ft | 



m^oo 



— > £i,3N G N 2 tal que Vm N 2 : |g™ - £ 2 | 



— > £ p ,3N G NP tal que Vm : - ^ 



e 



2^ 



2v^ 

c 

Asi que si escogemos N2 maxlN 1 ^ 2 , ,N p } se tendra que Vm N2 : — £y| ,/' 



e 2 



' 4 



1,2, ,p y al colacar y sumar sobre j de a p, ( £ — £y| 2 J — siempre que m N2 i.e, 

> 1/2 

3N 2 G N tal que Vn N 2 : ( £ |^ - £ ; | 2 ' 
Por lo tanto, si m N2 

fijo 

|| .. ,^)|| 2 = 11(^2,...,^) - + 



£ 

2 



iicer-fi/ ,e?-£ P )ii 2 +ii(er e? 



p 7II 2 

m\ 11 



'2 



\ 1/2 / \ 1/2 / x 1/2 

U | £l£;l 2 J f.El^-^l 2 J +f£iq , l 2 J I+IMI2 



2 2 



lo cual significa que es cota superior de la S. Sumas parciales de la serie |£i| 2 + |^2 1 2 + 

O sea que la serie |£i | 2 + |£ 2 | 2 + converge, i.e, x = {£/}y =1 G £ 2 . 

2. Veamos finalmente que Km x m = x, o que Ve 3N G N tal que Vn N : II x m — x|| 2 e, i.e, 

yj — £/| 2 e siempre que m N. 

" /=1 1/2 
Segun(l),dadoe 0,3N G N tal que Vm N,p G N, ^ £ |q" - £ y | 2 j e => ^ £ |c™ - £ y | 2 

\ 1/2 



/oo V 

; 2 ,Vp G N ==> — £y| 2 e siempre que 

V' =1 / 



m N. 



□ 



Proposicion 22. El dual de 2? es S3, sea que Z v ' : el dual de 2? es isometricamente isomorfo a Z q . 
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Demostracion. Sea 

(p : & £P' 

/ ^(/):^— K 

00 

X <pf(x) = J^CinZn 

n=l 

Sea / = {#n}^° =1 £ Veamos que <p{f) esta bien definida. En primer lugar, por la Desigual- 

n f n \ 1/q ( n \ 1/p 

dad de Holder: EKS/I ( EKM (jj^^j WfU x Wp 

00 00 

Lo que nos dm. que la serie E a w £„ es ABS. Convergente, y por tanto la serie E a «£w converge. 

n=l n=l 

Esto prueba que <p{f) esta bien definida, teniendose ademas que 

00 00 

(47) I Ekn^nl ||/IUI*||p 

M=l W=l 

Sea x = {^ w }~ =1 ,y = (M~ =1 e Veamos que <p f {x + y) = (p f (x) + (p f (y). 

00 00 00 00 

x + y = {£ n + j6„} w=1 G £ p y por tanto <fy-(x + y) = E + jS w ) = E «n£» + E = 

w=l w=l n=l 

(p f {x)+(j> f (y). 

Esto dm. que <fy- € £?* : dual algebraico de £ p . 
Segun 03 



00 00 



(48) Vxe£ p :\(pf(x)\ = \Y^tx n ?;n\ ^|a n £„| ||/|| ? ||x|| p 

w=l n=l 



lo que dm. que V/ £ : <fy- es continua, i.e, V/ £ £ ? : ^ G £ p 
Asi que 

4> : £ 9 £P' 

/ 

esta bien definida. 
Veamos ahora que <p es A.L. 

Sean / = {«n}" =1 ,g = {#«}~ =1 G Veamos que 

(49) <p {f+g) = <p f + <p g 
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/ + 8 = {*n + ®n}™ =1 G & y por tanto <p f+g G £ p '. 

Tomemos x = {£n}~ =1 £ £ F '• Para dm, ((49]) bastara con probar que <pf +g {x) = <pf{x) + <pg{x) 

oo oo oo 

(pf +8 (x) = E («n + 0n)£n = E + E 0n£n = + 

w=l n=l n=l 

Esto dm. que G £ 



Veamos ahora que ^ es continua. 

<Pf.Z v K 

x <p f (x) 

Debemos dm. que 3M tal que V/ G 2fl : \\(pf\\ M\\f\\ q 

Sea / G £ ? . Entonces tye&y 

(50) H^ll = sup |<p/(*)| =sup||/|| (? ||x|| (? = ||/| 

NI P i Nil 

l<p/(*)l ll/IWI*ll P - 

Asi que 

(51) V/€tf:||ty|| 1H/II, 

lo que nos dm. que (p G C c ^Sfl,£/ J . 
Veamos que </> es sobre y que 

(52) H0/II ll/H, 



Una vez establezcamos lo anterior, de (pi) y (|52|) se concluye que ||<fy-|| = ||/|| y por tanto <p 
es isometria. Luego (p es A.L. biyectiva y continua y por tanto £1 = £ p '(isomorfismo isometrico) 

Sea / G £?' . Veamos que: 3/ G £ p tal que <p(f) = f. 
J: 2? K 



x 



es A.L. continua. 



Como VneN:e n (0,0,...,l,0,...) e£?,f(e») GK. 
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(53) f(e n ) =ff„£K= \a n \e w "/0 6 360° 

los \a n \ y n conocidos. 

Fijemos m G N y definamos jSfc = \a^~ l e~ iek ,k = l,...,m => = (a^j'? -1 
Consideremos ahora la sucesion: 

KCr^i'fe ,0«,O,O, ) = (|« 1 |?- 1 e- i M« 2 | ? - 1 e- , \ Jaml^-V'SO^O, ) 

= (|ai|^V J ' i) e + (|a 2 |^- 1 e- , '^) e + + (|« w |^~ 1 c _i0 ») 

Es claro que {w n }^ =1 G £ p ya que tiene una cola de ceros. 
Luego/ K) = |ai| ( ?- 1 e- I ' i/ ei + M^V*' 2 /^ + ,\*m\ q ~ 1 e~ i0m f. 



(1531 = |aiK -1 e -ifl i|«i|e ifl i + l^^"^"^ 2 !^!^ 2 + + laJ^tr^HaJe 



fin 

iOn 



V 



oo 

= ki| (? + + kml' 7 = E kfcl 1 ? 

Como / g £P',y W e | ||/|| || W I 

»i _ / »i \ ^' p 
O sea que E M* 7 ll/ll E IW 
fc=i Vfc=i / 

= ll/ll f E (kfel^H = ll/ll (El**'* 



1 + 1 = 1 

P <? 

p + q = pq 



(q-l)p = pq-p = p + q-p = q .-. f E l«*M ll/ll 
I 

E k/cM 11/11/ cualqiuera sea m G N lo cual significa que / = {a M } _ 1 G -C 7 y que 

k=i / ' n 

(54) ||/||, ||7|| 



Veamos ahora que 

(55) <p(f)=f 



Como / = K}~=i e ^ ( E |«n|' = ll/l 
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3 (p f : K 

CO 

n=l 

£P' e J:£P . K 

e n /( £n ) = a M 

Para obtener ([55]> debemos dm. que Vx = {£w}~ =1 £ £ p : </>/(*) = /(*)■ 

00 00 

Tomemos x = {£n} n=1 £ £ p Entonces (pf(x) = E M-n^n 

" n=l 
m oo 

Comox = {^}~ =1 G£P / S m = E \U pm ^ E |£«| p 

w=l w=l 

00 00 

Sea e 0. Entonces 3M € N tal que Vra M : |S m — E |£«| p | eP / i- e / E \£n\ p e p siempre que 

n=\ n=m+l 

m M.O sea que 



l/p 



(56) ||x-x m || p = ( J] |£„|P 

i n=m+l 



£ 



siempre que m M. x m = (£1,62/ ,£m,0,0, ,) e£P;(x-x m ) <E £? 

De otraparte,x m = ,£m,0,0, ,) <E £P = £ 1 e 1 + £^2 + + £ m e m 

_ _ _ _ m 

.-. f(x m ) = + fti/feO + + £mf(e m ) = a l£l +«2&+ + <*m£m = E 

n=l 

||/ (x) /x m || = ||/x x m I) 11/11 II x x m Hp 11/11^/ 

00 m 00 00 

I E ^n£n E ^n£«| = I E E |^n£n| ll/llijll-^ ^m||p ll/ll^ 

n=l n=l n=m+l n=m+l 

siempre que m M 

00 m m co 

|/(x) - E Kn?,n\ |/(x) - E Kn£n\ + | E ~ E Kn£n\ 

n=l n=l n=l n=l 



||/||e + e||/|| =2||/||e, Ve 
00 

LuegO,/(x) = E Oin^n- 



□ 
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4. MAPEOS Bilineales 

En esta seccion se tratan los Mapeos Bilineales y se realiza un especial enfasis al respecto sobre 
las diferencias entre estos y los Mapeos Lineales; aunque estos estan relacionados intimamente 
con el tema. 

Sean E,F, G esp.vectoriales sobre algun campo escalar K = R 6 C de numeros reales o complejos. 
Un mapeo 

<D:E x F G 

es denominado bilineal si los mapeos 

<p y : E - q 

<px ■ F G y 

x (p(x,y) 

V (p(x,y) 

son lineales Vx G E,F, simbolos: <p G Bil (E,F,G) si 

(p x G L(F,G) y ^>y e L(E,G) 

Vx G Eyy G f- Por simplicidad: Bil(E,F) = Bil(E,F,K). Si E,F,G son espacios normados (mas 
generalmente espacios vectoriales topologicos), el conjunto de mapeos bilineales continuos E x 
F — > G sepuede denotarpor Bil(E,F,G) y Bil(E,F) si G = K. 

Para 

<p{x,y) - <p(x ,y ) = cp(x - x ,y - y ) + (p(x ,y - y ) 
Los siguientes desarrollos son sencillos de deducir. 



Proposicion 23. Para cp G Bil(E,F;G) las siguientes afirmaciones son equivalentes entre si: 

(a) (p es continua 

(b) (p es continua (0,0) 

(c) Sea C una constante, tal que C 0, se tiene \\<p(x,y) \\q C||x||E||y|| F/ V(x / y) G E x F 



Se observa claramente que \\<p\\ = mm{C 0} = sup{||^(x,y)||G/ / x G Bf,y G Bp} 
define una norma sobre Bi I (E,F;G) que es uniforme y una norma completa si ||.||g lo es. 

Notese que el mapeo Bilineal continuo no es uniformemente continuo puesto que, la resticcion 
R 2 — ► R, (x,y) ^> xy sobre la diagonal es la funcion R 3 x x G R. 
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Un mapeo Bilineal cp G Bil(E,F;G) es separable continuo si para todo cp x : F — ► G y cp y : E — > G 
son continuos. 



Teorema 1. Sean E,F,G espacios normados y E es completo. Para todo mapeo Bilineal continuo separable 
<p G Bil(£,F;G) es continuo. 

Demostracion. El conjunto D = {z' o <p y /z' G B' G ,y G Bf } C E' es a(E' r E)— continuo puesto que 
para todo x G E 

|(z'o y/ *)| = |(z',0(x,y))| ||z'||||0(x,y)|| ||x0|| 

Por teorema de MacKey's / la uniformidad principal continua muestra que D es uniformemente continuo, 
i.e alii la constante c tal que Vz' G B' G y y G Bf 

|(z',0(x,y))| = \ {z' o(p y ,x)\ c\\x\\ E 
para todo x G E. Esto prueba que \\<p\\ c. 

□ 

Algunos ejemplos de mapeos Bilineales: 

1. Para x' eE'yy' £ F' 

[x'®y']{x,y) = {x',x){y',y) 
define una forma Bilineal continua y ||x'®y'|| = \\x'\\ \\y'\\. Si x' n y y' n pertenecen a unabola 

oo 

unitaria y (A n ) G L\, entonces <p{x,y) = J2 A„[x'(g>y'] (x,y) es una funcion bien definida y 

n=l 

00 

II <p\\ E I A n |; pertenecen a la clase de las formas bilineales denominadas nucleares. 

n=l 

2. La condicion del mapeo sobre el espacio £(E,F) de operadores lineales continuos 

£(E,F) x E F 

F,x Tx 

tiene norma 1 (si E y F son no triviales). 



3. Si E y F son esp. vectoriales de dimension finita, entonces todo mapeo bilineal E x F — > G 
es continuo (empleando bases). 
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4. El mapeo de convolucion 

Li(R) x Li(R) Li(R) 

(/^) / * S 

es bilineal. 

5. Tomemos las funciones continuas sobre un espacio compacto K y sea E un espacio norma- 
do. Entonces 

C(K) x E - C(K,E) 

f,x f(.)x 

es bilineal. 

Los mapeos 

Bil(E,F) L(E,F*) 

<p hep 

{Lcpx,y) = <p(x,y) 
L(E,F*) 

T jST 

BT(x,y) = {Tx,y) 

son espacios vectoriales isomorfos y son inversos a cualquier otro. Puesto que ||<p|| = 
swp{\(p(x,y)\/x e B£,y € Bp} = sup{||L^x||/'x G Bf} = ||L<p|| G [0,oo]; este isomorfismo 
reduce las formas bilineales continuas a espacios isometricos normados 

Bil(E,F) = jC(E,F') 

WWW = IMI y 11/^11 = ll^ll 

Esta relacion es basica para la compresion de las ideas que desarrollaremos acontinuacion: 
La forma bilineal continua sobre E x F son exactamente los operadores lineales continuos 

E — > F' . 
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El Teorema de Hahn-Banach para operadores, no es completo para formas bilineales con- 
tinuas en el siguiente sentido: Sea G C E un subespacio y <p G Bil (G,F); 
iNo existe alii una extension <p £ L(E,F / ) de <p? Esto puede pensarse, por la identifica- 
tion de las formas bilineales y los operadores; VT e £(G,F') puede tener una extension 

Tg£(e,f / ). 

Asi se pueden observar algunos ejemplos de operadores que no son extension del caso especial 
dado en que G = F' y T = idG. La identidad del mapeo: La extension T puede ser una proyeccion 
de E sobre G. 



Debido a un resultado famoso de Lindenstrauss-Tzafriri [Sobre el problema del comple- 
mento de los subespacios; Israel J. Math. 9(1971) 263-69] todos los espacios de Banach de 
dimension infinita que no son isomorfos al espacio de Hilbert no son complemento de sub- 
espacios cerrados. 

Puede observarse mas en concreto en el ejemplo dado por la funcion de Rademacher defi- 
nida sobre [0,1] 

k k + 1 



r n (t) = (-l) k slt£ 



2«' 2 W 



(La forma es ortonormal al sistema en L2[0,l], medida de Lebesgue) y considerese la in- 
yeccion 

JC 2 Li [0,1] 

oo 

(£n) 

n=l 

( n 

La desigualdad de Khintchine : "Para 1 p oo alii son constantes a v y b p ltalquea" 1 ! ja^l 2 

U=l 

V \ 1/2 (n \l/2 

/ I E Uk£k(p)\ M dlv ) h E kitl 2 

V D„ fc=l / \*=1 

para todo neNy <x.\,...,CL n e C." 

puede mostrarnos que Li induce una norma equivalente sobre £2 



La extension de las complexiones, afortunadamente, no es un problema. Observese que alii no 
son uniformemente continuas! 

Proposicion 24. Sean E,F,G espacios normados y G completo. Para todo <p £ Bil(E,F;G) exfste una ex- 
tension unica cp G Bil(E,F;G). Ademas, \\cp\\ = \\cp\\. 
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Este desarrollo es sencillo para la relacion isometrica 

B\\{E,F;G)=C(E,C{F,G)) 

y la extension de los operadores lineales continuos. 



Observacion 3. Si E es un espacio normado de dimension menor que 2, entonces la multiplication por el 
escalar k,K x E — > E es bilineal, continua, sobreyectiva sdlo si E es cerrado. 

Demostracion. Tomemos un conjuto abierto no vacio V C E y un funcional y' G E' con 

influx) | 

Si U es la bola unitaria abierta en K, entonces G U.V, solo si no es un punto interior de U.V 
puesto que U.V n kery' = {0} 

□ 

Esto tambien es posible para los ejemplos cp G Bil(E,F;G) que son sobreyectivos y conjuntos 
cerrados en cero, i.e, cero pertenece al interior de <p{B£,B^). 

Otro propiedad negativa de los mapeos bilineales continuos es que ellos no permanecen conti- 
nuos para las topologias deviles: los vectores unitarios e n en £2 (en R) convergen devilmente a 
cero exceptuando (e n \e n )c 2 = 1 

Para espacios normados E y F se tiene el siguiente desarrollo isometrico: 

<p : Bil(E,F) = £(E,F') £(F" ',£') = B\\{F",E) = B\\{E,F"), 



F-wF' 

donde la ultima igualdad es la "transposicion" obvia U^(x,y) = U(y,x). Para todo <p G Bi I (E,F) se 
define cp A = <p{(p) G Bil(E,F // ); si satisface ||^ A || = ||<p|| = ||L^|| y 

<p A (^y") = (^(y")/^) E , /E = (y // ' L ^(^)) f //, F = (y'X^OW 

para todo (x,y") G E x F /; . Puesto que, por definicion <p(x,y) = (y,L ( p(x))p > pi para todo x G E 
y y G F, el mapeo extension de ^ para E x F a E x F" con igual normal. ^ A es denominada 
la extension candnica derecha de cp. 



Proposicion 25. Sean E y F espacios normados y cp G Bil(E,F). Entonces <p A es la iinica forma bilineal 
separada o~{E,E') — o~{F" ,F')-mapeo continua ip:ExF" — >• K que extiende a cp. 
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Demostracion. Que <p A es una extension es claro por el desarrolllo de la definition para la ecuacion; 
se obtiene de las desigualdades para los funcionales cr(F" ' ,&)- densidad de F en F". 

Claro, alii se tiene la extension canonica izquierda A cp sobre E" x F definida por A cp = (((p 1 )^ 
dado por 



A <P (A V ) = ( x", (L v ok f )y) e »,e> = {x",<p(-,y)) e»,e> 



□ 



De que manera <[Son los funcionales ( A cp) A y A ((p A ) sobre E" x F" relativos? Bastante sorpren- 
dente, el siguiente desarrollo exacto: 

Corolario 4. Para cp £ Bi I (E,F) el desarrollo de los tres estamentos siguientes son equivalentes: 

1. Las dos extensiones "canbnicas" ( A (p) A y A ((p A ) de cp en E" x F" coinciden. 

2. Alii ip e Bil(£",F") que es separable o~{E" ,E') — o~{F" ,F')— son continuos y extensiones de cp. 

3. Lq-.E — ► F es compacto-devil. 

En este caso elfuncional xp en [2] aes igual a ( A cp) A = A (cp A ) 

Demostracion. La proposicion implica sencillamente que (a) (b). Se observa la equivalencia de 
(a) y (c), por 

L{ A cp) A = Kpi o p p o Lj : E" — > F" 



L A (cp A ) = Ppn O = Pp„(4 O L(p)" = 

Ppn o Kp oL (p = L (p 
Ahora afirmamos que L f es compacto-devil sii L'^(E") C P. 

5. LA TEORIA ALGEBRAICA DEL PRODUCTO TENSORIAL. 



□ 



El objeto de estudio de los mapeos bilineales puede reducirse al estudio de los mapeos lineales. 
La construccion de estos nuevos espacios vectoriales E ® F es, dada por el analisis, de una manera 
simple. 

Para un conjunto arbitrario A definamos T{A) como el conjunto de todos las funciones / : A — > 



K dentro de un soporte finito, i.e. f{&) = excepto sobre un subconjunto finito de A. Para oc G A 
el "oc — vector unitario" es la funcion e a £ F(A) definida por 



e«(j8) =S K p 
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del Delta de Kronecker. Es claro que para cada / € J 7 (A) se tiene la unica representation 

a 

en otras palabras:(e a ) a€ A es un conjunto algebraico basico de F{A). Ahora tomemos dos conjun- 
to A,B y consideremos, el mapeo bilineal 

Y : FA x FB JF(A x B) 

f,g * fi-U(-) 

Entonces e(a,B) = Yo(e a ,e^), es claro que 

ext imY = J 7 (A x B) 

Para ip G BW ( J 7 ( A), J 7 (B),G) definamos unfuncional T e L(J 7 (A x B),G) por 

T(e(a,B)) = ip{e a ,ep) 

(una extension lineal). Es obvio que T es el unico mapeo lineal J- (A x B) — >• G en el interior de 

ToY = ip 

Esto demuestra que 

L(JF(A x B),G) = B\\(J 7 (A),J 7 (B);G) 
T -w T o Y 

es un isomorfismo lineal de espacios vectoriales. 



